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Ciljevi

Nakon ove lekcije, znacemo:
Sta su konvolucioni kodovi

2. Kako se vrsi kodovanje konvolucionim kodovima
3. Sta je stanje i dijagram stanja
4. Sta je redetkasta prezentacija vezana za predstavljanje ovih

kodova

5. Kako koristiti Viterbijev algoritam na resetkama, u cilju
dekodovanja minimalnim rastojanjem,

6. Kako izracunati minimalno rastojanje konvolucionih kodova.
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Uvod

Konvolucioni kodovi ne pripadaju klasi blok kodova.
Mehanizam kodovanja pamti prethodno kodovane simbole.

U izvesnom smislu se mogu tretirati kao neograniceni blok
kodovi.

Proces kodovanja i dekodovanja se znacajno razlikuje.
Daleko su efikasniji od blok kodova.
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Kodovanje konvolucionim kodovima

* Izlaganje o nacinu kodovanja konvolucionim kodovima ¢emo
zapoceti jednim primerom kodovanja. Sema kodera za odabrani
primer je data na sl.6.1. Radi se o binarnom kodu.
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* Sl.6.1 Svaki simbol poruke u; se koduje u dva simbola z5;_1 i Z5;
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Kodovanje konvolucionim kodovima

U svakom vremenskom trenutku i, jedan simbol poruke u;
ulazi u koder, dok dva simbola kodne reci z,;_1 iz5; se
emituju, odnosno u = (uq, Uy, ..., U;, ... ) Se koduje u z =
(24,25, «v) Z2i_1,Z7;, ... ). StOga je brzina ovog koda 1/2.

Proces kodovanja za primer sa sl.6.1 se moze opisati sa

Zai—1 = U T Uj— (6.5)

Zpi = U+ Uj—q T U (6.6)

U = (U2 + Uy, Uiz U +Uy)

Ove jednacine se mogu posmatrati i kao diskretna konvolucija
ulazne sekvence sa sekvencama 1,0,1,0,0... i 1,1,1,0,0....
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Primer racunanja konvolucije

* |zraCunati niz y[n] generisan konvolucijom nizova x[n] i

h[n] datih na donjim slikama

iy

2
h[n] 11 I
o_n -
0 1
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y()=1

y(1)=3

¥(2)=3

¥(3)=3

y(4)=2

y(3)=0

y(0)=x(0)h(0)

y(D)=x(0)h(1)
+x(1)h(0)
y(2)=x(2)h(0)
+x(1)h(1)

a konvolucije



S eUniverzitete o

inergija

Primer racunanja konvolucije

¥(n) 0 0 0
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Kodovanje konvolucionim kodovima

e Ako se vratimo na prethodni primer zapazicemo da proces
kodovanja nije u potpunosti odredjen samo konvolucijom,
buduci da nam nisu poznate prethodne vrednosti u;_, i u;_1.
Odnosno, to je ekvivalentno pitanju sta su pocetna stanja
sistema u trenutku t=07?

* Pogodno je usvojiti nulta pocetna stanja, dakleu_; = 0iuy =
0.

* Da bi se ovo obezbedilo i za svaku narednu kodnu rec,
neophodno je da koder nakon kodovanja prethodne kodne
recCi predje u ovo nulto pocetno stanje. To znaci da svaka
poruka koja ulazi u koder mora na kraju da sadrzi dovoljno
nula da bi se sve memorije sistema vratile u nulta pocCetna
stanja.
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Kodovanje konvolucionim kodovima
e Univerzitete o

gkLJo%je svake reci

Primer 6.26 Kodovanje konvolucionim kodom

e U prethodnow.pfi
zavrSava kodovanjem jos dve nule.

Potrebno je kodovati poruku u=101 pomoc¢u konvolucionog
kodera prikazanog na sl.6.1.

Da bi smo sagledali proces kodovanja, izraCunajmo sve
relevantne veliCine. One su date u donjoj tabeli.

State
(i_qtij—2]

% Ovo su dodati nulti simboli

11 . ;.
é 10 /0,1/’ u cilju vracanja kodera u nulto
stanje

(0) 10 01 Stoga je odgovarajuca kodna rec

[U,"|’ 01 11 1101000111
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Control Question 67

Consider the convolutional code, the encoder of which is described by the following
diagram:

437412 %4i-1 744

serialization

1. How many zeros must be added after each word to encode?

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4
(e) 5
2. How is 10110 encoded?

(a) 0011110010101000100111100111

(b) 10110

(c) 00111100101010000101111001110000
(d) 0010010110011010110001001001

() 11110000111111110000000000000000
(f) 11000011010100011010011111100000
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2. (c): 00111100101010000101111001110000

“di

“4i—-1

“4i-2

“4i—3
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thj—2
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Razmotrimo sada opsti postupak generisanja koda pomocu
kodera sa sl.6.1.

Neka je poruka duzine 3 bita, odnosno neka je u =
(U4, Uy, U3), Sto znaci da u postupku kodovanja stvarno
ucestvuje poruka u = (uq,u,,usz,0,0). Duzina odgovarajuce
kodne recije 2 - 5 = 10. U matri¢noj formi, jednacine (6.5) i
(6.6) se mogu zapisati na sledeci nacin

[ 1
(Z2i—1,22i) = (Wi—2, 81, U5 ) - |i U1 } (6.7)

I 1
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Kodovanje konvolucionim kodovima
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Kompletna kodna rec z se dobija mnozenjem u =
(uq, Uy, us,0,0) sa matricom

1 1 0 1 1 1 0 0 0 07
oo 1 1 01 1 1 00
Gay=| 0 0O 0 0 1 1 01 11
oo o0 o0 00 11 01
oo o0 0 00 00 11

lli jednostavnije, mnoZenjem u = (u4, u,, U3) sa matricom

1 1 0 1 1 1 00 0 07
GGae= |0 0O 1 1 0 1 1 1 0O 0
00001 1 0111

Dakle z = u - G5.
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Kodovanje konvolucionim kodovima
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Za poruke duzine m, ova formula se moze generalizovati

na z=u-G,,gdejeG,, mx (2m + 4) matrica napravljena
tako da su redovi matrice iz izraza (6.7) slozeni u jedan red, a
zatim za svaki novi red pomereni u desno za dve kolone.

[ 1T 01T 1T T 00T TTT0
Ga=|( 0 0O 1 1 O 1 1 1 0O 0O
o000 o0fl 1 01 11
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Opsta dEfIICIja konvolucionih kodova
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Definicija 6.15
(n,k,r) D-arni konvolucioni kod je neograniceni linearni kod, Cija
generator matrica ima sledecu (beskonacnu) formu

Fy By Fy oo E (0] [0] [0]
) [”] F F - Fay F, [H] [H]
=110 [0 F - F—y Fooy F, [0]

Gde su F; k x n matrice a [0] k x n nula matrice. Svaki skup od k
redova matrice G je isti kao prethodni, pomeren za n mesta u
desno.
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Opsta definicija konvolucionih kodova
S e Univerzitete

inergija

Definicija 6.15 Nastavak

Poruka u duzine m u = (uq, ...., U, ) se koduje postupkom
z=u-G,,,
gde je u vektor duzinem' = gk,q = [g,
u=(uqy...,Uy0,..,0).
G, je gornja leva podmatrica matrice G dimenzije
gk x n(r+q).

Primetimo da je & = u, odnosno m' = m, ako je m multipl od k
(dakle ovo sigurno vazi u posebnom slucaju k=1)
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Opsta definicija konvolucionih kodova
AN S o Univerzitete o
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U uvedenim notacijama u Definiciji 6.15, k odgovara broju
simbola poruke koji ulaze u koder (k ulaznih linija), n odgovara
broju simbola izlazne kodne reci po jednom ulazu (n izlaznih
linija), dok je r maksimalni broj memorijskih elemenata (duzina
registara), na jednoj ulaznoj liniji.

Primer 6.27
Kodera sa sl.6.1 implementira (2,1,2) konvolucioni kod:

k=1 ulaznih linija, r=2 memorija, dajuci n=2 bita kodnih reci za
svaki ulazni bit.

Kao sto smo videli u prethodnom odeljku, za ulazne poruke od 3
simbola, generator matrica je 3 x 10 matrica
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Opsta definicija k?lg\ellpzllgct:lomh kodova
1 1]fo 1]]1t 1]o 0o 00 ]

(Gg = O 01 1({0 11{1 1{0 0
O O O 0 (1 1({0 1]{1 1

U kojoj je zaista k=1 red, a pomeranje redova u desno se vrsi za 2
pozicije. U odnosu na opstu definiciju generator matrice, za
matricu G5 vazi

F, = |1 1], sto odgovara koeficijentima za u; u jednacinama
(6.5)i(6.6)

F; = [0 1], odgovara koeficijentima za u;_4

F, = |1 1], odgovara koeficijentima u;_,.
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Opsta deflmcua konvolucionih kodova
* Primetimo da su konvolucioni kodovi linearni. Bilo koja
linearna kombinacija kodnih reci je takodje kodna rec, uz

konvenciju da se krace kodne reci izjednacavaju prema duzoj,
dodavanjem nula na kraju.
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Opsta definicija konvolucionih kodova

Sinergija

Control Question 68

1. What are (n. k,r) of the convolutional code given in the last question?

(a) (1,3.4)
(b) (7,4.1)
(e) (3,1.4)
(d) (4,1,3)
(e) (7.1.4)
(f) (1,3,7)
2. What is the generator matrix of this code?
(a) How many F' blocks are there?
(b} What is the size of each F block: 7x<7 7
(¢) Give all the F' blocks.
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Predstava Elreko resetki

S 1 n 6 r],:’:' 1teti o a

e Stanje Jednog 5|stema je skup mtern%arajmetara (sadrzaja
registara, memorija i sl.) koji su neophodni za izraCcunavanje
izlaza za zadate ulaze. Na primer za koder sa sl.6.1, stanje u
trenutku i je trenutni sadrzaj dve memorije, odnosno S =
(Ui—1, Ui—2)-

 Rad kodera je odredjen stanjem i ulazom. Konvolucioni koder je

masina stanja (state machine). Rad takvih sistema je odredjen
dijagramom stanija.

Definicija 6.16 Dijagram stanja

Dijagram stanja kodera je gtaf Ciji su cvorovi sva moguca
unutrasnja stanja kodera. Grana izmedju Cvorova §; i §; u ovom
grafu prezentuje Cinjenicu da postoji ulaz koji stanje S; prevodi u

S;j. Grane se po pravilu oznacavaju ulaznim simbolima i
odgovarajucim izlaznim simbolima.
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Predstava preko resetki
S o Univerzitete o

Primer 6.28 Dija stanja g_J
Za koder sa sl.6.1 dijagram stanja je dat sa

Npr. ako se u stanju 01

1/01 primi kao ulaz simbol 1
n./za.. . 7- stanje postaje 10, a na
Lo } 11 izlazu se pojavljuju dva
/107 ~.0/10 simbola 00.
10 Al AQ]
A t 1/ 00 '
0/11
1/11 y 00 1=
0/00

Plave oznake su ulazi koji menjaju stanja, dok su crvene oznake
odgovarjuci simboli izlaza.
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Predstava preko resetki
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e Skup kodnih reci konvolucionog koda (n,k,r) za sve moguce
poruke duzine m bita odgovara svim mogucim putanjama

duzine n(r + [%b u dijagramu stanja , koje startuju od nultog
stanja i vracaju se u to nulto stanje.

* Sve putanje u dijagramu stanja iste duzine n(r + [%b
razvijene u vremenu, se nazivaju resetka dimenzije m
konvolucionog koda (n,k,r).

Primer 6.29 Resetka

Za (2,1,2) konvolucioni kod iz prethodnog primera, reSetka
dimenzije 3, koja reprezentuje kodovanje svih poruka duzine 3
bita je data na sledecem dijagramu:
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Predstava preko resetki

eUniverzitete o

(10 7
-}'3-
— o0 o Qo p—
CD_DJ aD_D;' ’ ’ ; h':l:'. 4

Gornja grana, za svaki cvor,odgovara ulaznom bitu 1, a donja
grana ulaznom bitu 0.

Prve tri kolone grana odgovaraju kodovanju 3 bita poruke, a dve
poslednje kolone grana odgovaraju zavrsnim nulama, pa stoga
imaju samo donje izlazne grane za odgovarjuce ¢vorove.
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Predstava preko resetki
A S e Univerzitete o
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Primer 6.30 Kodovanje u resetci

Kodovanje poruke u=101, generise sledecu putanju:

@) >

) (o1
oy
"
s e %
10 (10 X
- Ty
@) (00

Odakle se vidi da je generisana kodna re¢ z=1101000111.

"
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Control Question 69

Consider the lattice corresponding to the encoding of a message of length 3 with the
encoder of the former control question.

How many columns of states does it have?

For each column, how many states are there?

Give the arc label for the following pairs of states. If no arc 18 present, answer "no

"

arc .

from 100 to 010:

from 101 to 110:
from 001 to 111:
from 111 to 011:
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PredstavaU p*rek_ct) {eéetki
Sinergija i

Navedimo jos jedan primer reSetke (u kojoj nisu sve grane
oznacene):

170001 o
Y S ""'J. 'H"*?Q-"’,r-
/ 011}, ‘: 011 *'*_mlf
3/ / (101}, /101 2
ot} Noo1) /' Yoo1)  Yoor
j 'I I '{f‘ J, . ’
1of // (1ol X Y100, ¥
=~ (o010 “o10} A\ Y010 010 =
~ A -4 4; e -
- .-.*:." . ra ..- .
100 5 [ 100 100 100 ¢
A 1 \
000 == 000 3| 000 s 000 L3’ 000 3| 000 3] 000 —3=| 000
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Predstava preko resetki
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inergija

U donjoj tabeli su date kodne reci emitovane u svakoj od
mogucih situacija:

S\ 0 1

000 0000 | 0011
001 0111 | 0100
010 1001 | 1010
011 1110 | 1101
100 1100 | 1111
101 1011 | 1000
110 0101 | 0110
111 0010 | 0001
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Dekodovanje
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Kao sto smo videli kodnim reCima odgovaraju putanje od
startnog ¢vora do krajnjeg cvora u resetci.

Dekodovanje se sastoji u nalazenju najpogodnije putanje koja
odgovara primljenoj kodnoj reci.

U terminima dekodovanja minimalnim rastojanjem, odnosno
dekodovanjem kodne reci sa minim brojem gresaka,
najpogodnija putanja se definise kao putanja sa minimalnim
Hemingovim rastojanjem u odnosu na poruku koja se
dekoduje.

Nalazenje te najblize putanje se moze obaviti dinamickim
programiranjem, odnosno Viterbijevim algoritmom.
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Dekodovanje

. Univerzitete o

Viterbijev algorltadekodUJe jedan za g r)BI kove kodnih reci

(odnosno m bita poruke nakon prethodnih blokova poruke),
pamteci u svakom koraku samo lokalno optimalna resenja.

Ovo se svodi na to da se u svakom ¢voru u koloni koja odgovara
teku¢em bloku dekodovanja, pamti najbolja putanju koja dolazi do
tog Cvora.

Na kraju, najbolja putanja pronadjena za posledniji ¢vor je ujedno
dekodovana poruka.

Ono sSto je vazno i korisno za Viterbijev algoritam, je svojstvo da je
broj najboljih putanja za svaki vremenski korak, uvek manijiili
jednak broju stanja kodera.

Stoga je Viterbijev algoritam linearne umesto eksponencijalne
kompleksnti naivnog algoritma dekodovanja koji bi se sastojao u
poredjenju svih putanja sa porukom koju treba dekodovati.
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Dekodovanje
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* Predjimo na detaljniji opis Viterbijevog algoritma. Uvedimo
prvo neke oznake.

* y;(s) — najbolje dekodovanje (sa minimalnim mogucim
greSkama) duzine i koje se zavrSava u stanju s

Yil &) = min - di21...295. 21...29; )
..-1.....-..-.21-
ending in =8

 Kompletno dekodovanje odgovara y;(00), |Z|=m+2, gde je
|Z| duzina poruke koja se dekoduje.
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Dekodovanje

0\ Y *Univerzitete o
Lako je videti daaskrp}vwmmgg;Jg

r 1 [] i AP, i L F lII L
Tal &) = 111111 (-"EI_ 5159, T 1594 ) + Yi—11s ’Ij .
S
from 8" to s

Ovo vodi ka Viterbijevom algoritmu:

~pl 00} = (
for 1 from 1 to |Z] do
for all s do

~;l8) = min (d{zq;, 129, 5';9_:-_15';9_:-::| + "t.:-_II:.'-:'f:I:I
g2 —g

oznaciti granu od < do s za koju se dostiZe minimum
end for

end for

Rekonstrukcija optimalnog puta se dobija unazad, od krajnjeg do
pocetnog stanja.
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Dekodovanje
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inergija

Primer 6.31

Pretpostavimo da je preko kanala sa Sumom poslata kodna rec
z=1101000111, dok je primljena re¢ Z=0101010111, odnosno
desile su se dve greske. Tada ¢e Viterbijev algoritam proci kroz
sledece korake

(D

/ l

» Y/ (o)

(10) (10 (10)

.,.:'n..,,_-- o \}’.,»' i '\}-"'-.f -

1] | 0 | 2

(00 —2~(20) (00 —~(00—=—~(00)
F= 0L F= 01 01
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b3

i i

o~ B, A,
{ 00 === 00— 00 }—=—-=

il (K 11
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Dekodovanje
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U prvom koraku rada Viterbijevog algoritma, razmatraju se samo dva
moguca puta:

* Razmatrani prvi kodni simbol je 1, sto vodi od stanja 00 ka stanju
01. Tada se emituje 11 i pravi se jedna greska, bududi da je
primljeno 01.

* Razmatrani prvi simbol je 0, sto vodi od stanja oo ka stanju oo. Tada
se emituje 00 i pravi se jedna greska, buduci da je primljeno 01.

U drugom koraku, postoji samo jedan put za dostizanje svakog od
stanja (i sada postoje 4 takva puta). Minimalan broj greSaka za svako
od ova cetiri stanja je jednak minimalnom broju gresaka prethodnih
stanja plus broj greSaka odgovarajucée putanje (odnosno razlike
izmedju emitovanih i primljenih simbola).
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Dekodovanje
Na primer ako se razmatra put izmedju stanja 10i 11, imamo
dodatne dve greske, buduci da se tada emituje 10, aprimljeno je

01. Ovo vodi ka minimalnom broju gresaka u stanju 11 u koraku 2
v, (11) =1+ 2 = 3.

U koraku tri, imamo dve moguce putanje za svako stanje.
Algoritam zadrzava samo po jednu alternativu koja proizvodi
manji broj gresaka. Ostale grane su oznacCene isprekidanim
bledjim linijama.

Algoritam radi na istovetnom principu sve do poslednjeg koraka,
u kome se dostize nulto stanje sa minimalnim brojem gresaka
jednkom 2.

Posledniji korak je rekonstrukcija putanje unazad (plave linije).
Ova putanja odgovara kodnoj reci 1101000111.
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Dekodovanje

0 \ (Y *Univerzitete o

Nakon 1 ]engpngg asnstrwsatl

originalnu poruku Ovo mozemo obaviti prateéi oznake grana
(o ili 1) na nadjenoj optimalnoj putaniji, ili uzimanjem prvog
bita svakog stanja kroz koja prolazi optimalna putanja u
redosledu od kraja putanje ka pocetku.

Za ovaj primer i optimalnu putanju oznacenu plavom bojom,
dobijamo niz 10100, i odbacivanjem dve zadnje nule koje nisu
deo poruke, dobijamo konacno poruku 101, sto i odgovara
originalno poslatoj poruci.



Dekodovanje

Primer 6.31 a

Za koder iz prethodnog primera, dekodovati
1011101011111101101001100010.

6 8
(o11)
j\- - A'x
."II :\ ..x"-._
\001)
Pe—t
(110)
(100
—_ 1
3 8 0
P = -~ = = e "y “ T
(000 —s={ 000 (000 —=={ 000)
' 0000 A L LR
1011 1010 1111 1101 1010 0110 0010
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Primljena
poruka ima 9
greSaka.
Emitovana
kodna rec je
0000 0011
1111 0101
11100111
0000, sto
odgovara
kodovanoj
poruci
0110000,
odnosno
originalnoj
poruci 0110.



Dekodovanje
S o Univerzitete »
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e Bududi da su konvolucioni kodovi linearni kodovi, primenljiva

je Teorema 6.2, prema kojoj je minimalno rastojanje jednako
minimalnoj tezini.

Osobina 6.17 Minimalna teZina konvolucionog koda

Minimalna tezina jednog konvolucionog koda jednaka je
minimalnom broju nenultih simbola na putanji koja polazi i
zavrSava se u nultom stanju.
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Dekodovanje
S eUniverzitete o

inergija

» Zakoder iz prethodnog primera nalazimo da je d,,,;,,(C) =
9. Na donjoj slici je iz resetke kodovanja izdvojena kodna rec

koja ima tezinu jednaku minimalnoj mogucoj tezini 9 za ovaj
konvolucioni kod.
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