S e Univerzitete o

inergija

ENTROPLA

* Neku situaciju ¢emo oznaciti kao
neodredjenost ukoliko postoji vise
mogucnosti, pri cemu nije poznato koja ce od
njih biti realizovana ili izabrana.

e Zapravo realne situacije potpune odredjenosti
u kojima se ishodi mogu predvidjati sa
sigurnoscu su vise izuzetak nego pravilo.
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Uvedimo na formalniji na€in pojam
neodredjenih situacija, koji je pocetni gradivni
blok savremene teorije informacija.

Pretpostavimo neku situaciju S u kojoj je
moguce m razliCitih ishoda.

Oznacimo ove mogucnosti sa eq, e,, ..., €.

Ovaj skup mogucnosti cemo oznaciti sa
S(eq, ey, ..., €y), i nazvati konacnom Semom
izbora.
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* Po nekom mehanizmu ili na osnovu nekog

procesa ili na osnovu necije volje vrsi se izbor
jedne od ovih mogucnosti.

 Neodredjenost asocirana zadatoj semi izbora
S, nastaje usled naseg neznanja ili
nemogucnosti da znamo koja ¢e od m
alternativa biti izabrana.

* Na koji naCin mozemo izmeriti kolicinu
neodredjenosti u datoj Semi izbora S?
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* |ntuitivho predose¢amo da sto je veca kardinalnost |S|
skupa S, odnosno broj elementa ovog skupa, veca je i
neodredjenost.

e ZaSto onda ne bi smo jednostavno uzeli |S| kao meru
neodredjenosti?

* |ako je to u principu moguce, jedan drugi pristup Ce se
pokazati delotvornijim. Predstavimo sebi sledecu igru:
zamisli se jedna od mogucnusti iz
skupa S(eq, €5, ..., €;,), a zatim se na osnovu pitanja
koja su tako formulisana da se na njih odgovara samo
sa da/ne, pokusava pogoditi zamisljena vrednost.

www.sinergija.edu.ba

(
C



S e Univerzitete o

inergija

* Mogucnosti uvek mozemo oznaciti redom
brojevima 1,2, ..., m = |S|, tako da pitanja mogu
biti tipicno sledeceg oblika: Da li je zamisljeni broj
paran? Da li je zamisljeni broj manji od 20? Da li
je zamisljeni broj vecéi od 127 i td.

* Odmah zapazamo da ukoliko nam je potrebno
vise pitanja, neodredjenost Seme izbora S je veca.

e Stoga je osnovano smatrati da je broj pitanja tipa
da/ne neophodnih za odredjivanje nepoznate
zamisljene mogucénosti iz skupa S, dobra mera
neodredjenosti Seme izbora S.
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* Od vaznosti je i kakva pitanja
pitanja tipa da li je zamisljeni
ako nije da li je jednak 2, pa a

S e Univerzitete o

inergija

nostavljamo. Ako su
oroj jednak 1, pa

o nije da li je

jednak 3, jasno je da nas to vodl ka postavljanju

svih m mogucih pitanja.

Ovo sigurno nije optimalan nacin dobijanja

tacnog odgovora u hajmanjem broju koraka.

 Medjutim ako je prvo pitanje

da li je zamisljeni

broj manji od m/2, u narednom pitanju suzavamo
pretragu na polovinu pocetnih mogucnosti.
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e Ako i u narednim koracima nastavimo da
postavljamo pitanja na ovaj nacin, pokazace se da
je izabrana strategija vrlo efikasna.

* U cilju detaljnijeg upoznavanja sa ovim
postupkom, pretpostavimo prvo da je ukupan
broj pocetnih mogucnosti stepen broja 2,
odnosno da vazim = 2".

 Tada mozemo podeliti S postavljanjem prvog
pitanja (da li je zamigljeni broj ve¢iod 2™~ 1 ?) na
dva skupa iste veli¢ine: {1,2, ..., 2" 1}i
2=t 41, .., 2"}
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Svaka od ovih polovina ¢e bit podeljena na dve
polovine narednim pitanjem.

Ako je odgovor na prvo pltanje ne, tada sledece
pltanie generlse skupove {1,2, ..., 272}
{Zn zn 1}
Ako je odgovor na prvo pitanje — da, tada naredno
pltanie praV| razliku |zmedju skupova

21T 2ne
{2" 1+2" 2 41,..,2m.
Prikazani proces postavljanja pitanja i dobijanja
odgovora prikazan je odgovaraju¢om grafskom
strukturom na sl.1.1.
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@WSinérgija

Sl.1.1 Stablo pitanje odgovor nastalo tokom binarne pretrage za
nepoznatom mogucénoséu od ukupno m = 2™ mogucénosti.
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Svakom pitanju odgovara jedan cvor, oznacen
skupom mogucnosti identifikovanih do tog
momenta.

Prvi Cvor je stoga oznacen skupom svih
mogucnosti S.

Cvorovi u prvom sloju su oznadeni sa dva skupa
upola manje dimenzije, drugi sloj cvorova je
oznacen sa Cetiri skupa dimenzija Cetiri puta
manjih od pocetnog skupa S i td.

Odgovori se oznacavaju granama. Odgovor — ne

ozhacavamo sa 0, dok odgovor — da oznacavamo
sa 1.
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Proces sukcesivhog delenja pocetnog skupa
mogucnosti na polovine, zavrsava se nakon n koraka sa
ukazivanjem na tacan odgovor.

Broj n nije nista drugo do logaritam od m = 2™ za
osnovu 2, odnosno n = log, m. Ovaj broj je znacajno
manji od m.

Stoga izgleda razumno predstaviti koliCinu
neodredjenosti u Semiizbora S pomocu logaritma za
osnovu dva broja svih mogucnosti |S| = 2™ tog
sistema.

Ako meru neodredjenosti Seme izbora S oznacimo sa
h(|S]), tada je izbor h(|S|) = log |S|, dobar izbor
barem kada je |S| stepena 2.
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e Stoga, konacno usvajamo sledecu definiciju:

* Definicija 1.1 Kolicina neodredjenosti seme
izbora. Za Semu izbora S sa |S| mogucnosti,

ko
o h(

icina neodredjenosti h(|S]|) je definisana sa

S|) = log|S].

www.sinergija.edu.ba
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 Primer 1.1 (Sahovska tabla) Neka je data
prazna sahovska table. Postoji ukupno
m = 64 = 2° moguénosti za postavljanje prve
figure. Stoga se odgovarajuca Sema izbora
moze prikazatisa S = {1,2, ..., 64}, gde je
znacenje svakog broja jedno polje na
sahovskoj tabli. Kolicina neodredjenosti u
postavljanju jedne figure na praznu sahovsku

tablu je h(]|S]) = log|64| = 6.

www.sinergija.edu.ba
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e Kao i svaka druga definicija, i nasa definicija
mere neodredjenosti je do nekle proizvoljna.

* Opravdanja dobrih definicija se sticu njihovim
svojstvima korisnosti i elegancije u prakticnim
primenama i olaksavanju teorijskih izvodjenja.

 Buduci da je ova definicija mere
neodredjenosti prezivela prvo stolece teorije
informacija, ocigledno da je zadovoljila oba
ova kriterijuma.
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Napomenimo da pitanja mozemo postavljati i tako da postoji vise
od dva moguca odgovora. Pretpostavimo da pitanja imaju k > 2
mogucih odgovora. U tom slucaju svako pitanje vrsi podelu skupa
od m mogucnosti u k disjunktnih podskupova (presek prazan skup)

sa priblizno — elemenata. Ako je |S| = k™, tada nam je potrebno

tacno n = log|S| pitanja. Ako ovog puta usvojimo logaritam za
osnovu k, tada je

h(lS]) = loggIS|.
Imajuci u vidu da je
logy|S| = logy 2 - log, S|,

Vidimo da je promena osnove logaritma po efektima ekvivalentna
promeni jedinice merenja i stoga nije od sustinskog znacaja.
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* Definicijom sistema izbora S i odgovarajuceg stabla
pitanja, kao sto je ono na sl.1.1, istovremeno je
odredjena i sistem kodovanja svih mogucnosti sistema
izbora. Kod jedne mogucnosti dobijamo spajanjem
simbola 0i 1 na putu od korena stabla do date
mogucnosti. Ako su upucena binarna pitanja, tada
dobijamo binarni kod za dati sistem mogucnosti.
Primetimo da je duzina koda svake mogucnosti jednaka
ili sledecem najmanjem ili sledecem najvecem celom
broju od A(|S|) = log(]|S]) . Ovim se prvi put
susrecemo sa bliskom vezom izmedju mere
neodredjenosti i kodovanja.

www.sinergija.edu.ba
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* Primer 1.2 Binarno stablo pitanja. Neka je sistem
mogucnosti datasa S = {1,2,3,4,5} . Njegova
kolicina neodredjenosti je

* h(|S]) =log5 = 2,3219 bit.

* Jedno moguce stablo pitanja je dato na sl.1.3.
Vidimo da kod 001 reprezentuje mogucnost {2},
pri cemu je njegova duzina 3 jednaka narednom
najve¢em celom broju od h(|S|). Moguénost {3}
ima kod duZine 2, {4}ima kod duZine 2 i td.

www.sinergija.edu.ba



{1,2,3,4,5}

SI.1.3. Stablo pitanje-odgovor nastalo na osnovu binarnih pitanja u sistemu sa 5
mogucnosti.

www.sinergija.edu.ba



)Sinéergija

Nabrojmo neke najjednostavnije osobine mere
neodredjenosti h(|S]):

1. AkosuS,iS, dva sistema mogucnostii|S;| = |S,],
tadajei h(|S{|) = h(|S,|). Prema tome uticaja na
neodredjenost ima samo broj mogucénosti a ne i
njihova priroda.

2. AkosuS;iS, dva sistema moguénostii |S;]| < |S,],
tadajei h(]|S;]) < h(|S,]), bududi da je logaritam
neopadajuca funkcija. Ova osobina je u skladu sa
nasim intuitivnim ocekivanjima: neodredjenost raste
sa porastom broja mogucnosti izbora.

www.sinergija.edu.ba
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1. Ako je S sistem samo sa dve mogucnosti, tada
ako za osnovu logaritma uzmemo osnovu 2, tada
je h(|S|) = log, 2 = 1. Ova jedinica mere se
naziva bit (jedinica binarne informacije). Vidimo
da je neodredjenost tesno povezana sa
informacijom i da se mogu izraziti u istim
mernim jedinicama. Buduci da je u raCunarima
informacija prirodno zapisana pomocu dva
stanja, najpopularniji tip pitanja je binarni.

www.sinergija.edu.ba
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Entropija- -Primer 1.4

* Neka se kocka baca m puta i neka se
podrazumeva da su bacanja nezavisna. Ovaj
proces se moze modelovati pomocu m nezavisnih
sistema izbora §4, ....,S,,, pri cemu svaki sistem
ima 6 mogucnostl Prema (1.1), ukupna
neodredjenost ishoda prilikom bacanja kocke m
uzastopnih puta je

* h(]|Sy X Sy XX S ) = h(IS.]) + h(|S2]) +
-+ h(|S,,]) = m-logé.

www.sinergija.edu.ba
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+ Formalizovali smo situacije neodre Jen sti uvodjenjem
sistema S, u kome se bira jedna od mogucnosti, ali se ne
zna koja.

 Neodredjenost pridruzena sistemu mogucnosti se meri
najmanjim brojem pitanja koja treba postaviti u cilju
nalazenja stvarnog izbora. Na ovaj nacin smo dosli do mere
neodredjenosti izrazene sa log|S|. Ako su upotrebljena
binarna pitanja, jedinica mere neodredjenosti je bit.

e Sistemom postavljanja pitanja u vezi odredjivanja date
nepoznate mogucnosti, indukuje se stablo na osnovu koga
se moze jednoznacno odrediti kod svake od mogucnosti
sistema S. Duzine kodova su priblizno jednake meri
neodredjenosti log|S|. Ako su koriS¢ena binarna pitanja,
dobija se binarni kod.

 Neodredjenosti sistema nezavisnih mogucnosti se
medjusobno sabiraju.

www.sinergija.edu.ba
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Entropija-izbori mogucnostl sa poznatim verovatno¢ama

* Postoje situacije u kojima su nam poznate verovatnoce sa kojima
se pojedine mogucnosti pojavljuju u nekom posmatranom
sistemu mogucnosti S. Npr. ako neko kuca tekst na srpskom
jeziku, pojedini znaci se pojavljuju ¢esce od nekih drugih.

 Uvedimo formalno verovatnoce u sistem mogucnosti S =
{e4, e,, ..., ey} dodelom verovatnoca p; mogucnostima e; za

i1=1,2,....,m

e Sistem izbora S zajedno sa skupom verovatnoca
P = {p4,py, ..., P} Obrazuje verovatnosni sistem izbora.
Formalno, definiSemo ga na sledeci nacin

www.sinergija.edu.ba
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 DEFINICIJA 1.2 Ako je S system izbora a P skup
verovatnoca nad S, koji zadovoljava uslov
(1.2), tada se par (S,P) naziva verovatnosni

sistem izbora.
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* Kolika je kolicina neodredjenosti u verovatnosnom
sistemu izbora? Mozemo pristupiti na isti nacin
postavljanjem niza odgovarajucih pitanja. Medjutim,
sada bi podela na skupove jednakih veliCina bila
neoptimalna strategija, jer njome ne bi bile
obuhvacene verovatnoce kojima raspolazemo.

* Pretpostavimo npr. da je jedna mogucnost, recimo e_1
mnogo verovatnija od svih drugih. Razumno je odmah
prvo pitati da li se mogucénost e_1 realizovala, jer sa
velikom verovatnocom postoji Sansa da smo pogodili
samo na osnovu jednog pitanja. Samo ako je odgovor
“ne” nastavlja se sa pitanjima.

www.sinergija.edu.ba
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Entropija — primer 1.5

* Primer 1.5 Neka je dat verovatnosni sistem
izbora (S,P)sa S ={eq, ey,..,eg}i P =
{0.3,0.2,0.1, 0.05, 0.05, 0.1, 0.15, 0.05}.
Odgovarajuce binarno stablo prikazano je na
sl.1.4, dok je alternativno stablo koje uzima u
obzir verovatnoce, prikazano je na sl.1.5.
Jednostavnim racunom dolazimo do podatka
da je oCekivani broj pitanja u slucaju binarnog
stabla 3, a u slucaju stabla koje uzima u obzir
verovatnoce 2.75.
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Primer 1.5

0 1

Sl.1.4 Binarno stablo iz primera 1.5 sa ocekivanim brojem pitanja 3
www.sinergija.edu.ba
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Primer 1.

@,03,04,05,(:6@

SI.1.5. Alternativno stablo iz primera 1.5 kada su u obzir uzete verovatnoce
pojavljivanja svih moguénosti. Ocekivani broj pitanja je 2.75.
www.sinergija.edu.ba
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Definicija entropije

 Minimizacija oCekivane vrednosti broja postavljenih
pitanja nije trivijalan zadatak. Resenje ovog problema je
poznato i veoma se koristi u teoriji kodovanja. Kljucna
ideja ovog postupka je da se skup svih mogucnosti ne
deli na podskupove jednake kardinalnosti, ve¢ jednakih
verovatnoca. Iz teorije kodovanja je poznato da je
ocCekivani broj pitanja aproksimativno iznosi

m
* —i=1Pilogp; .
Ova veliCina se naziva entropija, i predstavlja meru
neodredjenosti kolicine neodredjenosti verovatnosnih

sistema mogucnosti.
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Definicija entropije

 DEFINICIJA 1.3 Neka je (S,P) verovatnosni sistem
mogucnosti. Tada je kolicina neodredjenosti u njemu
definisana entropijom

m
H(P) =~ ) pilogp;

U definiciji (1.3) postoji odredjeni stepen proizvoljnosti,
buduci da nije definisana osnova logaritma. Baza k
logaritma odgovara broju mogucih odgovora u
eksperimentu postavljanja pitanja i dobijanja odgovora.
Promena baze menja samo jedinicu mere. Binarni slucaj
je najpopularniji i njemu odgovara jedinica bit.

www.sinergija.edu.ba




S o Univerzitete o

inergija

Primer '

* Primer 1.6 Izracunajmo koli¢inu neodredjenosti za
verovatnosni sistem neodredjenosti iz primera 1.5.

+ H(P) = —¥i_1pilogp; =
—03-log 03-0.2-log0.2—-0.2-log0.1 —
0.15-10g 0.05 — 0.15-log 0.15 = 2.7087

bita.

* H(P) je manje od ocekivane vrednosti duzine koda u boljem
stablu pitanja sa sl.1.5.

www.sinergija.edu.ba
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Svojstva erop| je

 Bududi da je entropija fundamentalan pojam teorije
informacija, navescemo njene osnovne karakteristike.
U buduce ¢emo za sistem mogucnosti nad
verovatno¢éama P = {p;, p,, ..., P, } Oznacavati
entropiju tog sistema sa H(P) = H(p{, Py, ..., Prm)-

* Prvo ¢emo povezati opsti pojam entropije sa pojmom
mere neodredjenosti za sisteme mogucnosti u kojima
nisu definisane verovatnoce pojedinih izbora. Ako je P
uniformno raspodeljeno po svih n mogucnosti, tada je

k)

n'n: 1 /4 1
— )iy ~-log—= —log—=logn = h(n) .

. n . .
www.sinergija.edu.ba
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Svojstva eopije

* Osobina 1.1 Entropija uniformne raspodele
verovatnoca n mogucnosti jednaka je meri
neodredjenosti odgovarajuceg sistema mogucnosti bez
definisanih verovatnoc¢a mogucih ishoda.

* Ovaj rezultat je u tesnoj vezi sa poznatim Laplasovim
principom nedovoljnog razloga, koji tvrdi da ukoliko ne
znamo nista odredjeno o nekoj pojavi, razumno je
pretpostaviti jednake verovatno¢emogucih ishoda.

U tom pogledu entropija je primenljiva kao mera
neodredjenosti i na one seisteme mogucnosti u kojima
nam nisu poznate verovatnoce pojedinih ishoda.

www.sinergija.edu.ba
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Svojstva entropije

e Za zadati sistem mogucnosti S u kome je
|S| = n, imamo maksimalnu neodredjenost
ukoliko ne poznajemo verovatnoce ishoda ili
ako su one medjusobno jednake, odnosno vazi

« H(P) < h(S) = logn.

www.sinergija.edu.ba
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Vazna svojstva entropije

1. Ako su (5{,P;) i (S,,P,) dva verovatnosna sistema
mogucénosti za koje vazi |S{| =1|S,| i P = P,, tada je i
H(P;) = H(P,). Ovim se potvrdjuje intuitivan stav da
entropija zavisi samo od raspodele verovatnoce, a ne i od
prirode mogucénosti e; u nekom sistemu mogucnosti.

2. U vaznosti je relacija

* H(pl: P2, ;pm) — H(pl' P2, - Pm O);
* Sto potice od konvencije da je 0-log0 = 0. Mogucnosti
Cija je verovatnoca nula ne uticu na ukupnu koliCinu
neodredjenosti. To je sasvim u skladu sa nasom intuicijom,

posto smo sigurni da se takve mogucnosti nece nikada
realizovati.

www.sinergija.edu.ba
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Entropija slucajne varijable sa dva
ishoda (X=1, X=0)

A
1.0 —
~ 0.5 +
oy
0 i >
0 0.5 1.0

Pr(X — 1)
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Primeri entropija razlicito
raspodeljenih slucajnih velicina

H(X) < H(Y) < H(Z)
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Uslovne entropije

* Neka je zadat verovatnosni sistem mogucnosti
(S,P) i neka je ovom sistemu asocirana slucajna
velicina X. Neka je observirano da se desio
dogadjaj E € S. Kako poznavanje ove cCinjenice
utiCe na neodredjenost sistema? Ovaj dogadjaj
indukuje novi verovatnosni sistem mogucnosti
(E, Pg). Ovde je Pr uslovna verovatnocda

X
(x )— ,Zzasvako x € E.
PRIELS PX(E)

www.sinergija.edu.ba
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Uslovne entropije

* Neodredjenost vezana za ovaj novi sistem je
data sa uslovhom entropijom slucajne velicine
X kada je poznato E

HXE) == ) pxis(x) 10gpjs(x)

www.sinergija.edu.ba
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Primer

 Neka je X slucajna velicina vezana za verovatnosni sistem
mogucnosti (S,P), gde je
S =1{1,2,3,4}, P ={0.50.25,0.125,0.125}i E = {1,3} je
jedan dogadjaj. Tada je bezuslovna entropija data sa

H(X) = —05log0.5—0.25log 0.25 — 0.125log 0.125 — 0.125 log 0.125

— 1.75bit.
* Kako je px(E) = 0.625, pxp(1) =

1 3
X oxey = 08, pxip(3) =XV ) =
0.2, dobijamo

www.sinergija.edu.ba



—px|e(1)logpx (1) — px|e(3)log pxE(3)
—0.8log 0.8 —0.2]log 0.2

0.7219 bit.
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